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一类 Cayley 图:环的递归立方体网络
程冬琴

( 广东工业大学 应用数学学院，广东 广州 510006)

摘要:证明环的递归立方体网络( Recursive Cube of Rings network) ( 简称 RCR网络) 也是 Cayley 图，它有很多良好
的拓扑性质．采用有限群导出 Cayley图的方法，先定义了一个新的群，然后重新证明了 RCR网络是一类 Cayley 图，
并更改了 RCR中节点的表示方法．
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1 基本概念
用图来表示互连网络拓扑结构这一事实已被计

算机工作者和工程技术人员广泛接受和运用
［1］，图

论是设计和分析互连网络拓扑结构的一个非常有用

的数学工具．一个图 G是一个有序的二元组( V( G) ，
E( G) ) ，其中 V( G) 是 G 的顶点集，V( G) 中的元素
称为 G的顶点; E( G) = V( G) × V( G) 是 G 的边集，
E( G) 中的元素称为 G 的边．边中的一对顶点称为该
边的端点．一条边的两端点如果是相同的，这样的边
称为环．如果 V( G) × V( G) 是有序顶点对集，则称图
G为有向图;如果 V( G) × V( G) 是无序顶点对集，则
称图 G是无向图．本文所说的图是指无向、无环的图．

互连网络可以用图来表示，图的顶点表示系统中

的元件，图的边表示元件之间的物理连线，其中有向

边表示单向通信连线，无向边表示双向通信连线，关

联函数指定了元件之间的连接方式．这样的图称为互
连网络拓扑结构，或简称为拓扑结构． Sun 等［2］介绍
了一种新的可扩展的互连网络，叫做环的递归立方体

网络( Recursive Cube of Rings Network，RCR网络) ．一
般地，一个 RCR 网络是由一些链互相连接的许多环
构成，这些链叫做立方体链( cube links) ．环中的节点
由另外一些链连接，那些链叫做环链( ring links) ．一
个 RCR网络记成 RCR( k，r，j) ，其中 k 是立方体的维
数，r是环上节点的数目，j 是生成种子 ( generation
seed) 的扩张数．图 1画出了一个 RCR( 2，2，2) 网络．
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图 1 RCR(2，2，2)



Cayley图是由英国数学家 Cayley 于 1895 年最
早构造出来的高对称正则图． Cayley 图由有限群导
出，构造方便，深受网络设计者的欢迎和重视． 徐俊
明等
［3］
证明了 Cayley 图的笛卡尔乘积还是 Cayley

图．文献［3］提出 RCR 网络是很好的互连网络拓
扑，它拥有很多良好的拓扑性质，比如固定的度数、
小的维数、广泛的对剖宽度、对称性、容错性等． 然
而，文献［2］中证明 RCR 网络是 Cayley 图时，其证
明不是很详细完整，并且其节点的标记也出现了一

些错误．用有限群导出 Cayley 图的方法，文献［3］证
明了立方连通圈 ( cube connected cycle ) 是 Cayley
图．本文也用有限群导出 Cayley 图的方法，首先构
造一个新的群，然后在定义的群上证明 RCR网络是
Cayley图．对于 RCR 网络中节点的标号，也做了相
应的更改．

2 RCR网络和 Cayley图
在这一节中，将给出 RCR网络的定义和 Cayley

图的定义．
RCR网络中的节点地址记成［a1a2…ai…ak + j － 1

ak + j，b］，其中 ai 是一个二进制位，1≤ i≤k + j，0≤
b ＜ r．在这个网络中，每个节点都有 k 个立方体邻点
( cube neighbors) 和两个环邻点( ring neighbors) ． 地
址为［a1a2…ai…ak + j － 1ak + j，b］的节点的 k 个立方体
邻点的地址为［a1a2…珔abj + x…ak + j － 1 ak + j，b］( 其中
1≤x≤k) ，它的两个环邻点的地址为［a1a2…ak + j － 1

ak + j，b + 1 ( mod r) ］和［a1a2 … ak + j － 1 ak + j，b － 1
( mod r) ］．

Hu等［4］证明了 RCR ( k，1，j) 网络是一个不连
通的图． Choi 等［5］扩展了这个结论，并证明了当
k( r － 1) ≥j 时，RCR ( k，r，j ) 是一个连通图． Choi
等
［5］
还证明了对于一个连通图 RCR( k，r，j) ，它的维

数 D是 k + j +「j / k? +? r /2」．
下面给出一些定义，首先介绍群的定义．
定义 1［6］ 设 G 为非空集合，“ ”为 G 上的一

个代数运算，如果 G的运算满足:
( 1) “ ”满足结合律，即a，b，c∈G，都有( a 

b)  c = a  ( b  c) ;
( 2) G中有元素 e，使对每个元 a∈G，有 e  a =

a  e = a;
( 3) 对 G中每个元素 a，存在元素 b∈G，使 a 

b = b  a = e．
当群 G的代数运算满足交换律时，称 G 是一个

交换群，或称 Abel 群，或称加群．将交换群 G 称为加

群时，通常将代数运算写作“+”，记群为( G，+ ) ［7］．
群的直积是研究群的重要手段之一． 利用群的

直积可以从已知的群构造出新的群，也可以用小群

构造大群．下面介绍群的直积的概念．
定义 2［6］ 设 G1，G2 是群，G = { ( a1，a2 ) | a1∈

G1，a2∈G2 } 为集合 G1 与 G2 的笛卡尔乘积 ( Carte-
sian product) ，在 G中定义乘法运算
( a1，a2)·( b1，b2) = ( a1b1，a2b2) ; ( a1，a2) ，( b1，b2)∈G．
则 G关于上述定义构成群，称为群 G1 与群 G2 的外

直积( external direct product) ，记作 G = G1 × G2，G1，

G2 称为 G的直积因子．
如果 G1，G2 都是加群( 运算写作“+”) 时，则用

G1 ⊕ G2 来表示 G1，G2 的直积，此时也称为直和
［7］，

其运算为

( a1，a2 ) + ( b1，b2 ) = ( a1 + b1，a2 + b2 ) ．
下面给出 Cayley图的定义．
定义 3［1］ 设 Γ = ( X，) 是非平凡有限群，S 是

X的非空子集，且不含 Γ的单位元 e．定义有向图如
下:

V( G) =Γ; ( x，y) ∈E( G) x － 1y∈S，x，y∈Γ，
称 G为群 Γ关于 S 的 Cayley图( Cayley graph) ．
由于 x － 1y∈Sy∈xS，故 G 为群 Γ 关于 S 的

Cayley图，即
V( G) =Γ，( x，y) ∈E( G) y∈xS，x，y∈Γ．
类似地，如果 G为群 Γ关于 S 的 Cayley图，则

V( G) =Γ，( x，y) ∈E( G) y∈Sx，x，y∈Γ．
下面给出一个新的定义:

定义 4 代数运算 Γ = ( ( Z2 )
n × Zr，+ ) 是一个

可交换群． 即对于 ( Z2 )
n × Zr 中的任意两个元素

( X1，b1 ) 和( X2，b2 ) ，其中 X1，X2∈( Z2 )
n，b1，b2∈Zr，

那么( X1，b1 ) + ( X2，b2 ) = ( X2，b2 ) + ( X1，b1 ) =
( X1 + X2，b1 + b2 )

注意到，定义 4 是群 Γ = ( ( Z2 )
n × Zr，+ ) 对于

一般的加法运算是一个交换群．在下一节中，将在同
一个集合( Z2 )

n × Zr 上定义一个新的运算，发现新

的群不是交换群，但是通过这个新的群，可以得到主

要结论，即 RCR网络是一个 Cayley图．

3 证明 RCR网络是一个 Cayley图
在这一节中，将给出本文的主要结论．
定理 1 RCR( k，r，j) 网络是 Cayley图．
证明 令( Z2 )

n
表示 n 个集合 Z2 的笛卡尔乘

积 Z2 × Z2 ×… × Z2 ．
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设 C =

0 1 0 0 … 0 0 0
0 0 1 0 … 0 0 0
0 0 0 1 … 0 0 0
       
0 0 0 0 … 0 0 1
1 0 0 0 …

















0 0 0

是一个 n阶循环矩阵，其中 n = k + j．
把( Z2 )

n
中的元素看成是一个行向量 v，令 vC中

向量加法按模 2计算，那么 vC也是( Z2 )
n
中的元素．

定义一个新的代数运算 Γ = ( ( Z2 )
n × Zr，* ) ，对任意

的［X，y］，［A，b］∈( Z2 )
n × Zr 运算“* ”定义为

［X，y］* ［A，b］=［X × Cbj + A，y + b］．
其中，第一个向量加法是模 2 的( 在( Z2 )

n
中) ，

第 2 个向量加法是模 r的( 在 Zr 中) ．令 Zr 表示 r的
整数集合{ 0，1，…，r － 1} ．那么( Z2 )

n
和 Zr 是 Cay-

ley图．从矩阵 C可以得到:

C2 =

0 0 1 0 … 0 0 0
0 0 0 1 … 0 0 0
    O   
0 0 0 0 … 0 0 1
1 0 0 0 … 0 0 0
0 1 0 0 …

















0 0 0

，…，

Cbj =

0 0 0 … 0 1 0 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 1 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 0 1 … 0 0
   O     O  
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 1
1 0 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0 0 0 … 0 0
   O     O  
0 0 0 … 1 0 0 0 …





























0 0

，

Ck + j = E( k + j阶单位矩阵) ．
下面首先证明代数结构 Γ = ( ( Z2 )

n × Zr，* )
是一个群．
对于( Z2 )

n × Zr 中的任意 3 个元素［U，v］，［X，
y］和［A，b］，有
( 1) 运算“* ”满足结合律
因为

{ ［U，v］* ［X，y］} * ［A，b］=
［U × Cyj + X，v + y］* ［A，b］=
［( U × Cyj + X) × Cbj + A，v + y + b］=
［U × C( y + b) j + X × Cbj + A，v + y + b］．
另一方面，又有

［U，v］* { ［X，y］* ［A，b］} =［U，v］* ［X × Cbj +

A，y + b］=［U × C( y + b) j + X × Cbj + A，v + y + b］．
故{ ［U，v］* ［X，y］} * ［A，b］=［U，v］* { ［X，

y］* ［A，b］} ．
( 2) ［A，b］有单位元
由［X，y］* ［A，b］=［X × Cbj + A，y + b］=［A，

b］得: X = 0 ( k + j 阶单位矩阵) ，y = 0． 即: ［0，0］*
［A，b］=［A，b］．
另一方面，又有［A，b］* ［0，0］=［A × C0j + 0，

b + 0］=［A，b］，所以［0，0］* ［A，b］=［A，b］* ［0，
0］=［A，b］，即［A，b］的单位元是［0，0］，其中第一
个 0 是 k + j阶单位矩阵．
( 3) ［A，b］有逆元
由［X，y］* ［A，b］=［X × Cbj + A，y + b］=［0，

0］，得 X = － A × C － bj
和 y = － b，即［－ A × C － bj，

－ b］* ［A，b］=［0，0］．另一方面，又有
［A，b］* ［－ A × C － bj，－ b］=［A × C － bj － A ×

C － bj，b － b］=［0，0］．所以
［－A × C － bj，－ b］* ［A，b］=［A，b］* ［－ A ×

C － bj，－ b］=［0，0］，即［A，b］的逆元是［－ A × C － bj，

－ b］．
从定义 1，可知 Γ = ( ( Z2 )

n × Zr，* ) 是一个群．
接下来证明 RCR( k，r，j) 是一个 Cayley图．
令 H = { ［000…000，1］，［000…000，r － 1］，

［100…000，0］，［010…000，0］，…，［00… {01
k

0…000，

0］}注意到 H的每个元素的逆元也在 H 中，所以 H
是一个 Cayley集．
对于( Z2 )

n × Zr 的任意元素［A，b］和 H 中的任
意点，可以得到如下 RCR( k，r，j) 中点［A，b］的链:
( ［A，b］，［000…000，1］* ［A，b］) = ( ［A，b］，

［A，b + 1］) ，
( ［A，b］，［000…000，r － 1］* ［A，b］) = ( ［A，

b］，［A，b + r － 1］) =( ［A，b］，［A，b － 1］) ，
因为［100…000，0］* ［A，b］=［( 100…000 ) ×

Cbj + A，b + 0］=［( 100…000) ×
0 0 0 … 0 1 0 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 1 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 0 1 … 0 0
          
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 1
1 0 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0 0 0 … 0 0
          
0 0 0 … 1 0 0 0 …





























0 0

+

A，b］=［( 00… {01
bj + 1

0…00) + A，b］=
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［( 00…010…00) + ( a1a2…ak + j － 1ak + j ) ，b］=
［a1a2…珔abj + 1…ak + j － 1ak + j，b］，有
( ［A，b］，［100…000，0］* ［A，b］) = ( ［A，b］，

［a1a2…珔abj + 1…ak + j － 1ak + j，b］) ．
同样地，有( ［A，b］，［010…000，0］* ［A，b］) =

( ［A，b］，［a1a2…珔abj + 2…ak + j － 1ak + j，b］) ，…，
( ［A，b］，［00… {01

k

0…00，b］* ［A，b］) = ( ［A，

b］，［a1a2…珔abj + k…ak + j － 1ak + j，b］) ．
由定义 3 可知 RCR( k，r，j) 是 Cayley图．证毕．
需要注意的是这里所定义关于运算* 的群不是

交换群．例如，可以假设［A，b］=［010…000，b］和
［X，y］=［100…000，y］都在( Z2 )

n × Zr 中．因为
A × Cyj = ( 010…000) ×

0 0 0 … 0 1 0 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 1 0 … 0 0
0 0 0 … 0 0 0 1 … 0 0
          
0 0 0 … 0 0 0 0 … 0 1
1 0 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 1 0 … 0 0 0 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0 0 0 … 0 0
          
0 0 0 … 1 0 0 0 …





























0 0

=

( 000…01{yj + 2

0…000) ，所以

A ×Cyj +X = ( 000…01{yj +2

0…000) + ( 100…000)

= ( 100…01{yj + 2

0…000) ，

因此［A，b］* ［X，y］=［A × Cyj + X，b + y］=
［100…01{yj + 2

0…000，b + y］．

另一方面，因为 X × Cbj = ( 000…01{bj + 1

0…000) ，

所以

X ×Cbj +A = ( 000…01{bj +1

0…000) + ( 010…000)

= ( 010…01{bj +1

0…000) ，故

［X，y］* ［A，b］ =［X × Cbj + A，y + b］ =
［010…01{bj + 1

0…000，y + b］

显然，［A，b］* ［X，y］≠［X，y］* ［A，b］，故上
述证明中定义的群关于运算* 不是交换群．

4 总结
本文针对论文［3］中提出的 RCR 网络重新证

明了 RCR网络是一个 Cayley 图，并对 RCR 网络中
的节点标记也做了相应的更改．
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A Class of Cayley Graphs: Recursive Cubes of Ring Networks
Cheng Dong-qin

( Faculty of Applied Mathematics，Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China)

Abstract: Recursive Cube of Rings( RCR) is proven to be the Cayley graph，known as a quite suitable intercon-
nected network which possesses many good topological properties． The Cayley graph is obtained from the finite
group． Firstly，a new group was defined． Then，RCR was proved to be the Cayley graph． Finally，necessary modi-
fications to the way of marking the nodes in RCR were made accordingly．
Key words: recursive cube of ring network; Cayley Graph; network; group
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